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Variable Compleja I. Examen XIII

Ejercicio 1 (2.5 puntos). Sean S un conjunto finito de puntos en un dominio 2
homolégicamente conexo y f una funcién holomorfa en Q \ S. Prueba que f tiene
una primitiva en Q \ S si y solo si

Res(f,w) =0, YweS.

Ejercicio 2 (2.5 puntos). Sea f : D(0,1) — C continua en D(0,1) y holomorfa
en D(0,1) de modo que f(z) € R para cada z € C con |z| = 1. Prueba que f es
constante.

Ejercicio 3 (2.5 puntos). Demuestra que no puede existir una funcién f entera
verificando
[f(2)] > |z[ + |sen(z)|, VzeC.

Ejercicio 4 (2.5 puntos). Sean f, g holomorfas en C\ {0} verificando f(n) = n?g(n)
para cada n € N. Supongamos que existen lim f(z) € Cy lim 2%¢g(z) € C. Prueba
Z—00 Z—00
que
f(2) = 2%g(z) para cada z € C\ {0}.
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Ejercicio 1 (2.5 puntos). Sean S un conjunto finito de puntos en un dominio 2
homolégicamente conexo y f una funcién holomorfa en Q \ S. Prueba que f tiene
una primitiva en Q \ S si y solo si

Res(f,w) =0, Yw € S.

—) Supongamos que f tiene una primitiva F' en '\ S. Fijado w € S, queremos
calcular:

Res(f,w) = —— /C LG

21

para cualquier r € R* tal que D(w,7) NS = {w}. Consideramos por tanto
r € RT suficientemente pequeno de manera que D(w,r) NS = {w}. Como
C(w,r) es un camino cerrado en Q \ S y f admite una primitiva en 2\ S,

tenemos que
/ f(z)dz=0.
C(w,r)

Por tanto, Res(f,w) = 0.

<=) Supongamos que Res(f,w) = 0 para cada w € S. Sea 7 un camino cerrado en
Q\S. Como S C Q es finito, tenemos que S’ NN = (. Como  es homoligi-
camente conexo, podemos aplicar el Teorema de los Residuos sobre el camino
v, obteniendo:

/f(z) dz = 2m’ZRes(f, w) = 0.
v weS

Por la caracterizacién de las funciones que admiten primitivas, como 7 era
arbitrario, tenemos que f admite una primitiva en 2\ S.

Ejercicio 2 (2.5 puntos). Sea f : D(0,1) — C continua en D(0,1) y holomorfa
en D(0,1) de modo que f(z) € R para cada z € C con |z| = 1. Prueba que f es
constante.

Supongamos que f no es constante, y llegaremos a una contradicciéon. Conside-
ramos la parte imaginaria de f, que es una aplicacién continua. Como D(0,1) es
compacto, existen z1, zo € D(0,1) tales que:

Im f(z) = min{Im f(2) : z € D(0,1)} < méx{Im f(z) : 2 € D(0,1)} = Im f(2y).
Como T € D(0,1) y Im f(T) = {0} por hipétesis, tenemos que:
Im f(z) = min{Im f(2) : 2 € D(0,1)} < 0 < méx{Im f(z) : 2 € D(0,1)} = Im f(23).

Por otro lado, como f € H(D(0,1)) no es constante, por el Teorema de la Apli-
cacién Abierta tenemos que f(D(0,1)) es un conjunto abierto de C. En particular,
dado zy € f(D(0,1)), existe r € Rt tal que D(zo,7) C f(D(0,1)). Por tanto, dedu-
cimos que Im f(z1) < Im f(z3).

Como Im f(z1) < 0 < Im f(29), 35 € {1,2} tal que Im f(2;) # 0, y por la hipéte-
sis dada se tiene que z; € D(0,1).
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Aplicamos ahora de nuevo el Teorema de la Aplicacién Abierta, obteniendo que
f(D(0,1)) es un conjunto abierto de C con f(z;) € f(D(0,1)) y Im f(z;) # 0. Por
tanto, existe r € R™ tal que:

D(f(z),r) € f(D(0,1)).
De aqui, deducimos que:

Im f(2;) # méx{Im f(z) : z € D(0,1)}
Im f(2;) # min{Im f(2) : z € D(0,1)}

Por tanto, hemos llegado a una contradiccion, y concluimos que f es constante.

Ejercicio 3 (2.5 puntos). Demuestra que no puede existir una funcién f entera
verificando

[F(2)] > [2] + |sen(2)|, vz eC.

Supongamos que existe una funcién f entera verificando la desigualdad dada.
Por tanto:
|f(2)] > |#] vz e C.

Por tanto:
lim f(z) = oo.

Z—00

Por tanto, por el Corolario del Corolario del Teorema de Casorati-Weierstrass,
tenemos que f es un polinomio. Por otro lado, tenemos que:

|sen(z)| < |f(2)] Vz e C.

Por tanto, como sen(z) es una funcién entera con crecimiento subpolinémico,
tenemos que sen(z) es un polinomio (clara contradiccién). Por tanto, no puede existir
una funcion f entera verificando la desigualdad dada.

Ejercicio 4 (2.5 puntos). Sean f, g holomorfas en C\ {0} verificando f(n) = n?g(n)
para cada n € N. Supongamos que existen lim f(z) € C y lim 2%g(z) € C. Prueba
que

f(z) = 2%g(z) para cada z € C\ {0}.

Trabajar con los limites en +o0o no es tan sencillo, puesto que {n € N} no tiene
puntos de acumulacion en C. Por tanto, consideramos el siguiente conjunto:

1
A:{—:TLGN}
n

Definimos las siguientes funciones:

hl:(C*—>(C
z
hy: C* — C

=0 (5)
z — —-g|=
z z
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Tenemos que:

lim hi(z) = lim f (1> = lim f(2) = L, € C,
z—

z—0 z Z—00

~ 1 1
lim hy(z) =1lim — - g (—) = lim 2%g(z) = L, € C.

z—0 z—0 z2 z Z—00

Definimos por tanto las extensiones hy, hy : C — C de i?l, f;g respectivamente, de
modo que:

hy(0) = Ly,
h2(0) = Lg.

De esta forma, tenemos que hy, hy € H(C*) y continuas en C. Por tanto, por
Teorema de Extension de Riemman, tenemos que hy, hy € H(C).

Tenemos que A’ = {0} C C, y:

1 1
hi (—) = f(n) = n’g(n) = hy (—) , VnéeN.
Por tanto, por el Principio de Identidad de funciones holomorfas, tenemos que:
hi(z) = ha(2), VzeC.
Para cada z € C*, evaluamos dicha igualdad en !/z, obteniendo:

£(2) = Iy (%) by G) — 2g(2), VzeC.

como queriamos demostrar.



